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ONDES ACOUSTIQUES NON LINl?AIRES 
DANS UN FLUIDE AVEC RELAXATION 
Par T. AUBIN et F. COULOUVRAT 
RBsuM~. - Nous Ctudions la propagation d’ondes acoustiques non lineaires dans un fluide avec relaxation. 
Dans un premier temps, nous Btablissons une equation des ondes non lintaire gentralisee, incluant les effets de 
relaxation et d’absorption thermovisqueuse ; a une dimension, elle peut se rtduire a une equation de Burgers avec 
relaxation. Nous demontrons l’existence et l’unicite des solutions de cette equation dans le cas de conditions 
initiales regulieres. Quand absorption et relaxation sont negligees, les solutions deviennent discontinues (ondes 
de choc). Une etude locale au voisinage de ces chocs (S blow-up >>) montre comment absorption et relaxation 
C< absorbent >> la discontinuitt. Pour des chocs de grande amplitude, nous obtenons un exemple concret de points 
de double concentration, le C< bang x sonique. 0 Elsevier, Paris 
ABSTRACT. - We study the propagation of nonlinear acoustic waves in a relaxing fluid. First, it is shown how to 
obtain, from the equations of fluid mechanics, a generalized nonlinear wave equation including relaxation effects 
and thermoviscous absorption. Then, in the one-dimensional case, this wave equation is reduced to a generalized 
Burgers’ equation including relaxation. We prove the existence of a unique solution for this parabolic equation with 
nice initial data. When dissipation and relaxation are omitted, the solutions become discontinuous (shock waves). 
A local study in the neighbourhood of the shocks (blow-up) shows how viscosity and relaxation can absorb the 
discontinuity. For high amplitude shocks, we obtain a concrete example of points of double concentration: the 
sonic boom. 0 Elsevier, Paris 
I. Origine physique du probEme 
Une onde acoustique peut se definir comme une petite perturbation se propageant 
dans un milieu materiel. Toutefois, pour des ondes se propageant sur de tres grandes 
distances dans un milieu fluide (gaz ou liquide) faiblement absorbant, les non-linear&s 
habituellement negligees en acoustique lineaire classique affectent de man&e t&s 
importante la propagation acoustique et doivent Ctre prises en compte. Quand l’absorption 
n’est plus nbgligeable, il y a competition entre non-linearit& et absorption. Lorsque 
l’absorption du son est d’origine thermovisqueuse, la propagation d’ondes non lineaires 
est d&rite par l’equation de Burgers, dont les solutions sont bien connues (Hopf [5], 
voir aussi les ouvrages de synthese de Lighthill [7], Whitham [ll], Rudenko et Soluyan 
[lo]). Cependant, dans les gaz polyatomiques comme l’air (constitue pour l’essentiel d’un 
melange d’azote N2 et d’oxygene Os), le mecanisme d’absorption dominant aux frequences 
basses et moyennes est di.3 ?I la relaxation vibrationnelle des molecules. En effet, a l’equilibre 
thermodynamique, les modes de vibration internes des molecules polyatomiques ne sont 
pas excites aux temperatures usuelles. Toutefois, lorsque l’equilibre thermodynamique est 
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perturbe (par exemple par le passage d’une onde acoustique), les modes de vibration de 
certaines de ces molecules peuvent se trouver excites. 11 faut alors un certain temps, appele 
temps de relaxation, pour que ces molecules retournent a l’equilibre. Le retour a l’equilibre 
se fait par le biais de collisions avec d’autres molecules (principalement des molecules 
d’eau), collisions qui dissipent l’energie vibrationnelle des molecules, ce qui explique que 
le mecanisme soit dissipatif et done conduise a l’absorption du son. 
Un exemple important de phenomene acoustique dans lequel il est necessaire de prendre 
en compte les effects non lineaires et d’absorption par relaxation est le cas du <c bang 
sonique >> produit par un avion volant a vitesse supersonique. 11 est bien connu que le 
bruit de detonation crCC par un tel engin est tres intense et se propage sur de tres grandes 
distances (plusieurs dizaines de kilometres), ce qui explique que les effets non lineaires 
soient importants. En outre, la frequence typique du bang (voisine du rapport V/L oti V 
est la vitesse de I’avion et L sa longueur) est suffisamment basse (de l’ordre d’une dizaine 
de Hertz) pour que la relaxation des molecules d’oxygene et d’azote dans l’air soit le 
mecanisme dominant d’absorption du son. 
Les Cquations du mouvement dans un fluide avec relaxation 
Le mouvement d’un lluide thermovisqueux dans lequel peuvent se produire N 
mecanismes de relaxation est decrit par les equations d’evolution suivantes : 
- equation de continuite : $ + div (p7TI) = 0, 
‘ + 
- equation de Navier-Stokes : p 
( ’ 
$ + (u’grad) ii + gradp = 
(7; F) AC+ (7j’+ f) rot(rot(G)), 
- bilan d’energie : pT 
( ’ 
$ + G.gratl s = n (div i;)’ + 21rs” : D” + pLAZ + x~T, 
- equations de relaxation : 0 = 2 + Zgrad<,, - L,A, (1 5 o! < N). 
Dans toutes ces equations, on a ‘&pare les termes non dissipatifs au permier membre, 
des termes dissipatifs au second membre. Ces equations sont 21 completer par les lois 
d’etat du gaz : 
et 
A,, = A(+ p, to) (1 < (Y < N). 
Ici, p designe la masse volumique, p la pression, ~2 le vecteur vitesse, T la temperature 
-d et s l’entropie du gaz. La notation D sd designe le deviateur du tenseur des taux 
de deformation contract6 deux fois avec lui-meme. Les quantites & sont des variables 
thermodynamiques << intemes >> qui mesurent le desequilibre thermodynamique produit 
par chacun des mecanismes de relaxation possible, et les quantites A, sont les affinites 
chimiques correspondantes. Enfin, 1-1 est la viscosite de cisaillement du fluide, 71 sa viscosite 
de dilatation, x sa conductibilite thermique et les L,, (1 2 N < N) sont les coefficients de 
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transport chimiques associes a chacun des mecanismes de relaxation. Le second principe de 
la thermodynamique impose que tous les coefficients (h, rl, x, L,) soient positifs. (Pour 
simplifier, on a suppose que les reactions chimiques decrivant les mecanismes de relaxation 
sont decouplees, ce qui est bien verifie dans l’air, et que les coefficients thermodynamiques 
sont constants.) 
Les equations du mouvement ci-dessus sont classiques (Germain et Mtiller [4]), a 
l’exception des termes de relaxation. Une description detaillee des phenomenes de relaxation 
est donnee par Bass et al. [I]. 
Les Cquations du mouvement au second ordre 
Une onde acoustique se definit comme une petite perturbation irrotationnelle du milieu 
au repos et a l’equilibre thermodynamique. Dans la suite, sauf pour les variables internes 
I CY > on indicera par << 0 >> les variables lorsque celles-ci sont calculees dans l’etat de 
repos, et par << CL >> les perturbations acoustiques de ces memes quantites. Par exemple, p. 
designe la pression du fluide au repos (pression hydrostatique), p, la pression acoustique 
et p = p. + p, la pression thermodynamique totale. Enfin, on supposera que le fluide 
au repos est homogene. 
A l’equilibre thermodynamique, les variables internes sont entierement determinCes par 
la donnee des grandeurs thermodynamiques externes du fluide : on notera &, = <o1,p(1 (s, p) 
a l’equilibre. Lorsque le milieu est perturb6 par la perturbation acoustique, il convient de 
mesurer le dedquilibre thermodynamique par rapport a l’equilibre du milieu perturbe; on 
posera done : En = &erl (so + s,, p. + pa) + <n.n. On a Cgalement, a l’equilibre, que les 
affinites chimiques sont nulles. 
La perturbation acoustique &ant supposee tres petite, on supposera que les quantites 
acoustiques (indicees c< a >>) sont d’un ordre de grandeur inferieur aux quantites au 
repos (indicees c< 0 >>). Cette hypothese est parfaitement verifiee, mCme pour des bruits 
aussi intenses que le << bang sonique >), pour lequel les perturbations acoustiques sont 
environ 1000 a 10.000 fois plus petites (au sol) que les valeurs au repos. De m&me, on 
supposera que tous les mecanismes dissipatifs (visqueux, thermiques ou de relaxation) 
sont eux-memes Cgalement t&s petits. Sous ces hypotheses, il convient de retenir dans les 
equations du mouvement uniquement : i) les termes non dissipatifs lineaires (par rapport 
aux quantites indicees << n >p) (du premier ordre) ; ii) les termes non dissipatifs quadratiques 
(du second ordre) et iii) les termes dissipatifs lineaires (Cgalement du second ordre), tous 
les autres termes (par exemple les termes cubiques, ou dissipatifs quadratiques) &ant au 
moins du troisieme ordre. Une justification plus precise de ces approximations peut &tre 
obtenue en effectuant une etude dimensionnelle analogue au cas purement thermovisqueux 
(Coulouvrat [2]). 
En procedant de la sorte, les equations du mouvement s’ecrivent alors, en regroupant 
au premier membre les termes du premier ordre, et au second membre les termes du 
second ordre : 
masse &Ju z + po div Ga = -div (P,,Z,), 
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4 
quantite de mouvement p0 $ + gradp,, = (17 + Q/Z) AGa 
/ + 
-pa $f - p0 grad (2:,)/Z 
Cnergie poTo 2 = xAT,, , 
L’equation de bilan de l’energie montre immediatement que la perturbation acoustique 
d’entropie s, est du second ordre. On en deduit que le dernier terme dans les equations 
de relaxation est lui-mCme du troisieme ordre, done negligeable. 
La temperature et les affinites chimiques n’apparaissent, dans les equations de bilan 
ci-dessus, que dans les termes correspondant aux mecanismes de dissipation thermique 
ou de relaxation, qui sont du second ordre. Par consequent, dans un developpement de 
Taylor des equations d’etat de ces quantites, il suffit de retenir les termes dominants, soit : 
T, = 
( > 
% pn pour la temperature (en rappelant que la fluctuation d’entropie s, est du 
0 
second ordre) et A,,,, = $f& E,,, 
( > 
pour les affinites chimiques (en utilisant le fait que 
ces dernieres sont nulles pour t&t Cquilibre thermodynamique). 
En revanche, comme la pression acoustique intervient dans les equations de bilan d&s 
le premier ordre, il est necessaire de prendre en compte dans l’equation d’etat de la 
pression les termes du second ordre, en particulier les termes non lineaires quadratiques, 
sous la forme : 
PO + Pa E P PO + /JCL. $%I + S,: &u~~ (So. /Jo) + 
Un developpement de Taylor conduit a l’expression suivante : 
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Or, si l’on note P,, (SO, PO) = p(sa, PO, (Ea+r (SO, pO))llalN), on voit que la loi d’etat 
exacte au second ordre pour la pression s’ecrit aussi : 
Pa-C&a= (gq,.%+$ ($-)oE%.+; (p-$),Pi? 
oil co = est la cClCritC du son. Suivant la notation en usage, on definit le 
parametre de non-linearite par B/2A = f$ Avec ces notations, et en posant 0 0’ 
les equations de relaxation s’ecrivent desormais : 
ace a<, 
dt+ 
4m, ah ----=o (l<a<N), 
TR,O p. at 
ou la quantitt rRR,~ = [L, (%) l-l> qui a la dimension d’un temps, est appele 
temps de relaxation (du o-i&me meckisme de relaxation). Le parametre saris dimension 
m, = -+(e) (!%$I) est une mesure de l’ordre de grandeur du c&me phenomene 
de relaxation. En iratique, p&r la relaxation tant de l’oxygene que de l’azote, ce parametre 
est t&s petit (de l’ordre de lo4 aux conditions usuelles de temperature et de pression), 
ce qui justifie a posteriori que le desequilibre thermodynamique du gaz demeure toujours 
tres faible. 
II. Les Cquations de l’acoustique non linkaire 
L’Cquation des ondes non 1inCaire g6nCraliske dans un fluide avec relaxation 
Le champ de vitesse acoustique Ctant suppose irrotationnel, il existe un potentiel 
acoustique +‘a tel que Ga = -gradaa. 
Au premier ordre, on peut negliger dans les equations Ctablies precedemment les termes 
thermovisqueux, de relaxation et non lineaires. Les perturbations acoustiques vtrifient alors 
les relations classiques de l’acoustique lineaire en fluide parfait : p, x c$pa z pod@,,/dt 
et a2~~jat2 - c;A@, M 0. En substituant ces expressions approchees dans les termes du 
second ordre, il vient, apres quelques calculs : 
ci [(grad aa)‘] , 1 
, 
JOURNAL DE MATHBMATIQUES PURES ET APPLIQLJeES 
392 1‘. AUBIN ET F. COUIL.0UVRA-l 
Les termes consideres &ant du second ordre, ces relations sont exactes au troisieme ordre 
p&s. On en deduit les equations du mouvement suivantes, toujours exactes au second ordre : 
Ima 
-PO at +P, = -(v + 4/h/3) A@c, + $ 
Pour obtenir la derniitre equation, on a fait usage de la relation thermodynamique 
suivante : 
1 1 ---= 
Go qlo 
& (%)(, (%)(,. 
\ ou cpo et cVo sont les chaleurs specifiques, respectivement a pression et volume constants, 
du fluide a l’equilibre thermodynamique et y. = ~~,~/c,,~. 
Enfin, en Climinant la pression et la masse volumique, on aboutit finalement a un systeme 
d’equations aux derivees partielles portant uniquement sur le potentiel acoustique ap, et 
les variables internes Ccy : 
Le parametre rtV = &[7/+4cL/3+xi y. - l)/~,~] est un temps caracteristique des 
phenomenes d’absorption thermovisqueuse. 
Le systeme ci-dessus apparait comme une equation des ondes gCnCralisCe. On reconnait 
au premier membre de l’equation potentielle l’equation des ondes usuelle, augmentee au 
second membre de termes supplementaires decrivant respectivement l’influence des effets 
thermovisqueux, de relaxation et non lineaires. Le systeme ci-dessus generalise au cas d’un 
fluid avec relaxation l’equation des ondes non lineaire obtenue par Kuznetsov [6]. 
L’Cquation de Burgers avec relaxation 
Dans le cas d’un fluide parfait unidimensionnel rep&C par l’axe 02, la solution get&ale 
de l’equation des ondes lineaire s’ecrit : Gp, (t, 2) = @+ (t - x/co) + ap- (t + Z/CO). La 
partie @+ (t - z/co) du signal represente une onde plane se propageant vers les z positifs, 
tandis que la partie @- (t + z/co) reprtsente une onde plane se propageant vers les z 
negatifs. Cette solution ne prend Cvidemment pas en compte l’influence des phenomenes 
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non lineaires, de dissipation thermovisqueuse ou de relaxation. Toutefois, on a vu que 
ces effets sont (localement) faibles. Au tours de la propagation acoustique, ils n’affectent 
de maniere sensible le signal acoustique que lorsque l’onde a parcouru des distances tres 
grandes devant la longueur d’onde. Localement, le champ acoustique se propage comme 
une onde plane dans un fluide parfait. En ne considerant que les ondes se propageant 
dans la direction z > 0, on peut done Ccrire G’, (t, z) lyC Q’, (r), oti r = t - z/co est la 
variable de phase, ou temps retard6 
Afin de prendre en compte l’influence des differents mecanismes qui al&rent le signal 
sur de grandes distances, on est amen6 a supposer que le champ acoustique depend non 
seulement de la variable de phase (variable locale ou rapide), mais Cgalement d’une 
variable dite lente decrivant l’evolution du signal sur de grandes distances. Dans le 
formalisme des Cchelles multiples (Nayfeh [S]), ceci s’ecrit : @‘, (t; z) = @‘a. (r, 2) avec 
KWI +c ~IF2LI~ Autrement dit, on suppose que dQO/&- est du premier ordre, 
alors que d@,/dz est du second ordre. 
Avec les variables (7,~) et en posant /3 = 1 $ B/2A, l’tquation des ondes generalisee 
s’ecrit : 
a 
( 
2a+, aaa -- - 
'Odz a7 Co ax > 
2 aQ, aGG -----f- co araz 1 
D’apres l’hypothese de variation lente, les derivees par rapport a la variable z sont 
negligeables devant les derivees par rapport a la variable 7. En retenant uniquement les 
termes dominants, il reste : 
Afin d’ecrire ce systeme d’equations sous forme non dimensionnelle, il convient 
d’introduire deux grandeurs caracteristiques du signal, a savoir son amplitude caracteristique 
(en vitesse) U,, et sa pulsation caract&istique w,,. On pose alors : 
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oti 7~ est la vitesse acoustique saris dimension. Avec ces notations, l’equation ci-dessus 
s’ecrit : 
au 3u a2u N 
--u---b-+ 
at an: 3x2 c 
3&k 
0=l aa i3.r * 
Elle generalise l’equation de Burgers usuelle au cas d’un fluide avec N mecanismes de 
relaxation. Les parametres intervenant dans cette equation sont definis par : 
Le parametre b mesure l’ordre de grandeur des effets thermovisqueux compares aux effets 
non lineaires. Son inverse r = l/B est usuellement appele, en acoustique non lineaire, 
nombre de Gol’dberg. De man&-e similaire, chacun des parametres arr (1 5 Q 5 N) 
compare I’influence du a-i&me mecanisme de relaxation a celle des effets non lidaires. 
Enfin, les quantites TV = w,~ 7~,~, comparent la frequence caractkistique du signal aux 
differentes frequences de relaxation. Dans le cas du bang sonique, les differents parametres 
sont tous tres petits : la frequence caracteristique du bang est petite devant les frequences 
de relaxation (et done rcu < 1, en pratique de l’ordre de 0.01 pour l’azote et 0.001 pour 
l’oxygene). les parametres (I, sont approximativement du m&me ordre que les r,, (et done 
n,,/~, d’ordre 1) et le parametre b nettement inferieur (d’ordre 10-5). 
Dans le cas oh un seul mecanisme de relaxation est en jeu, et 06 la dissipation 
thermovisqueuse est negligee, l’equation ci-dessus a et6 obtenue par Polyakova et al. [9]. 
Une etude asymptotique des solutions approchees de l’equation, avec un seul mecanisme 
de relaxation et absorption thermovisqueuse lorsque cette demiere est tres petite, a CtC 
effectuee par Crighton and Scott 131. 
Remarque sur les notations : par commodite, afin d’ecrire le systeme final sous la forme 
usuelle d’une equation d’evolution, on a note << :K )> le temps retard6 saris dimension, 
et << t v la distance saris dimension entre le point d’observation et la source acoustique 
(Cmetteur). On ne confondra pas cette demiere notation, qui settle sera utilisee dorenavant, 
avec le temps physique. 
III. Mise en Cquation du systhme 
Maintenant integrons sur R x R+ le systeme auquel nous sommes arrives : 
(1) 
Toutes les constantes b, aj, rj sont positives et la donnee initiale 2~0 est une fonction 
C” integrable sur R qui tend vers zero a l’infini ainsi que toutes ses derivees. 
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PROPOSITION 1. - L’e’quation Y + rY’ = u’, Y (foe) = 0, oh ‘~1’ est une fonction continue 
sur R qui tend vers z&o 2 l’injini admet pour unique solution : 
(2) Y(x) = f I” 71’ (y) e(y--Z%y. 
03 
Intkgrons l’kquation Y + TY’ = u’, Y (hm) = 0. On pose Y = c(z) CC/~. D’oti 
c’(2) = + u’(+e. 
La solution qui satisfait B la condition Y (-w) = 0 est 
Y(x) = ; 1’ u’ (y) &-2)‘Yy. 
-cc 
VCrifions que JLrnm Y (CC) = 0 sous l’hypothkse U’ (x) -+ 0 quand z + CM. Soit E > 0 
dond, il existe M tel que pour 1c > 0 1~’ (XT)\ < ~/2. Nous avons alors pour II: > M : 
IY (x)1 5 i e-x/r J’” Iu’ (y)lyl’ dy + & .I,: e(Y-“)l’dy, 
-cc 
qui sera infkrieur A E pour z assez grand. 
11 est clair qu’en -co, U’ n’a pas besoin d’Ctre bornCe, il suffit que 1’intCgrale 
.I’_“, u’ (y) eylT dy converge. 
DCrivons (2) il vient : 
y' (z) = $ - L$ .I" u' (y) ,(F)l~ /jy 
--co 
qui peut s’krire aussi, si l’on prCf&re : 
y' (x) rz cp - ?$I + $ J'z u(y) e(Y--z)lTdy, 
--o= 
D’oti on obtient : 
TH~ORBME 1. - Le systbme (1) revient ~3 rksoudre l’kquation 
N % 
(3) 7% = dz 
i 
dU 
u*+bg+cg-Pu+~$ 7~ (y, t) ecyez)lTT dy , 
j=l 3 I * --03 
u (2, 0) = uo (xl, 
oti pour simpli$er l’&riture nous avons pose’ c = 5 $ et 2: = 2 3. 
j=l j=l 3 
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IV. Existence locale d’une solution 
On connait la solution de l’kquation de la chaleur 
a71 d2V 
- -b-- xz T”, 
at as2 
II (XT, 0) = 0. 
t .+CC 
v(cc::t) =l?(w) = 
.I I 
dr H (x. y. t - T) w (y, T) dy, 
0 . -x 
avec H (17;., y, t) = & exp(-(cc - y12/4bt). 
On ram&e 1’Cquation (3) ?i l’kquation (4) en posant 
II (x, t) = ‘U (2:: t) - ‘Uo (x) 
et 
[v (y, t) + u. (y)] e(y-.r)‘TJ dy. 
Sur D = lR X [O! 01, 0 > 0 un rCel, appelons B le banach des fonctions f E Co (II) 
telles que $$ E Co (D) muni de la norme llfjl~ = IIf (z: t)llco cD) + 11% (x:, t)llco (Dj. 
Montrons que pour tout t petit ‘u + IT (w (71)) est localement une contraction. 
Soit V; E B, on note Wi = w (~0~). 
Comme s H (x:, y, t) dy = & JJz e-.YL/4bt dy = 1 et 
H (z, y, t) dy = 
((qw2) - r(w)llu 5 IIW - WdIC” CD) 
D’autre part 
w2 - Wl = (v2 - ‘(11) 2 + (VI + u(J + c) 
+$i/“; [v2 (y, t) - VI (y, t)] e(y-x)/T~ dy 
j=l J --oo 
+ (lb1 + ~~OIICF (D) + c> yw- Vl) j: 
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d’oti : 
Soit w0 = w (0). Posons k = 21(wo(la. 
Pour 112)illa < k, il existe 0 > 0 tel que I(r (w2) - lT(wl)II~ 5 +llv2 - 211JI~. 
La suite dCfinie par rkurrence par w. = 0 et pour i > 0 par vi+1 = IY (~1;) avec 
UI; = UI (vi) converge dans I3 vers l’unique solution de (4) dans D ; d’oti 
PROPOSITION 2. - L’tfquation (3) admet une unique solution u. (x, t) C” SUY D, qui ve’rifie 
(1~ (z, t)lJo 5 2k. De plus toutes ses de’rivkes sont born&es sur D. 
Ce dernier point se dkmontre par induction. On montre que & appartient B C” (D) pour 
un (I: ~10, l[, puis que $$ et s appartiennent A Co(D) et ainsi de suite. 
V. Existence globale d’une unique solution 
Comme nous avons l’existence locale, pour montrer l’existence globale, il suffit d’ktablir 
des estimks uniformes. 
Majoration de la solution U(X, t). 
Supposons qu’en (x0, t), t > 0, u atteint son maximum sur R x [0, t] alors g = 0, 
g < 0 et G& > 0 en (x0, t). 
Rappelons que TAO(X) tend vers z&-o 2 l’infini. On suppose ici uo(x) positive quelque part. 
L’Cquation (3) donne, car u (y, t) 5 ‘u. (x0: t) sans Ctre identique, 
ol. g < -eu(xo;t)+~ Su(x0:t) =o, 
j=l 3 
ce qui est impossible. En conskquence : sup u (.x, t) est une fonction strictement 
XEW 
dkroissante de t, si Q(Z) est positive quelque part. 
Supposons qu’en (X1, t), u atteint son minimum sur Iw x [0, t], t > 0 alors & = 0, 
2 > 0 et g < 0 en (xl,t). L’Cquation (3) donne, car u(y, t) 2 u (xl,t) sans &re 
identique, 0 2 $ > -Cu (x1; t) + CU (x1, t) = 0, ce qui est impossible. 
inf u (x, t) est une fonction strictement croissante de t si uo(x) est nkgative quelque part 
XEW 
Comportement de la solution h l’injini 
LEMME 1. - Pour t jixe’ u (2, t) -+ 0 quand 1x1 --+ ca ainsi que toutes ses de’rive’es. 
La convergence est uniforme pour t appartenant g un compact K. Supposons IL (2, t) --f 0 
quand 1~1 -+ 00 pour t E [0, T], T > 0, et montrons qu’il en est de meme pour t E [T, T+E] 
pour un rkel E > 0. Soit v > 0, on veut montrer qu’il existe M et F > 0, tels que pour 
1x1 > M et t E [T, T + ~1 on a Iu(z,t)) < 7. 
Revenons B (4) et aux majorations qui ont conduit B (5) mais en partant de 7. Comme 
v(x,~) est la solution de (4), IT(w) = ‘u. Notons B, le banach analogue de I3 sur 
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D = R x [T, 7-T+&]. 11~ (LC, t) -U (2, T)~/B, 5 (E + $$) (2/24~, + Con&.) oti la constante 
dCpend de u(z,T). Pour E assez petit, u(z,~) existe et I[u(x,~) - u(:LzT)(~B~ est aussi 
petit qu’on veut (5 &)- 
Ainsi il existe h! tel que (z( > M + (u (z, T) < r//2, et E > 0 tel que 
It - rl 5 E =+ I/u (x, t) - u (x, 7)llC” (0) < 42. 
D’oti 1’~. (~?t)l < 71 por It - T( < E et (ICI > M. 
La convergence de U( Z: t) vers zero quand 1~1 i cc est uniforme sur tout compact 
de Rf oh la solution existe. 
De m&me en supposant %$$ + 0 quand 1~1 ---f 00 pour t E [T; T + E], nous obtenons 
la convergence uniforme de v vers z&o quand 1x1 -+ 30. 
Estime’ de u’ = w. 
U’ vCrifie (en dkrivant (3)) 
(6) g = (u’)2 + u g + b s + c g - &’ + 5 5 I’ u’ (y, t) e(y--s)lr, t&y, 
j=l .I ’ --cxj 
car cette demibe intkgrale est Cgale B u - Jz”, ‘u (y, t) e(y-,r)/T~ dy. 
Nous avons supposC que ZQ (x) $4 0 d’oti U’ prend des valeurs positives et negatives. 
Soit (1~0, t) un point oh U’ (ZIG, t) atteint son minimum sur [0, t] x R, t > 0. En (lcO, t), 
$$ 5 0, $& = 0 et g >_ 0. D’oti en (x0, t) 0 2 $$ > --Eu’ + CU’ = 0. Ce qui 
est impossible. 
(7) g (x: t) > i;f v pour tout t > 0. 
Maintenant multiplions (3) par z, il vient : 
Posons IU = [u’ + $ (k + l)] eBt k > 0 et @ 2 0 deux reels, (6) et (8) donnent : , 
” a- u(k+ l)e@ 
+p 
7; b 
u (y, t) ~z(~-~)‘~J dg. 
j=l 
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Supposons que w atteint son maximum M en (it) sur W x [0, t], t > 0, 
M = u’ (xo,t) + (k + 1) eflt w et u’ (y,i) < e-@M - (k + 1) w saris etre 
Cgal partout pour t” < t. 
En (zo,t) g > 0, $$’ = 0, $$ 5 0 d’oti : 
05 2 
( ’ 
-- udw bd2W dw 
ax dIt.2~% > 
eeBt < j3u’ - lc (u’)~ + (/3 - C) @&JJ u2 (X”, t). 
Prenons ,!3 = 0, 1’inCgalitC est impossible d’oh w (~,t) < s;pw (~~0). 
Prenons p = C, ou bien u’ < E/k, ou bien w (XT, t) 5 e@ sup w (x,0). 
R 
En faisant k = 1, nous trouvons le : 
LEMME 2. - Posons m = sup DUO\ ; 2 ve’r$e pour t > 0 
(9) 
m2 
sup uh + - , 
w b 
Alors (3) peut se mettre sous la forme (on fait une intkgration par partie dans l’intkgrale) : 
/’ 
z 
* --oo 
$ (y, t) e(y-z)‘T3 dy, 
Le second membre de (10) est intkgrable sur R, puisque u et $$ tendent vers zero 
a l’infini. D’oG comme uo(z) est intkgrable, u(z, t) est integrable et son intCgrale 
E(t) = Con&. 
LEMME 3. - u(x: t) est intkgrable sur R et s u (x, t) dx = s u. (x) dx. 
Estime’ de u” = 2 (x, t). 
DCrivons (6), il vient : 
du” dU” a27i.” dU” 
at = 3 u’u” + u dz -t b d22 + c ds - Ed + u” (y, t) CZ(~-~)‘~J dg. 
Multiplions (6) par 2u’, nous obtenons 
a (u’)2 d (u’)2 a2 (u’)2 12 
at 
= 2 (u’)~ + u dz + b ds2 - 2 b (u”)2 + c g - 2 2 d2 
+2 2 f$L(x,t) 
.I 
2 
j=l 
--oo u’ (y, t) e(y-z)lTJ dy. 
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Posons ‘w = (u” + u’~) e:“, w verifie 
g - (71 + c) g - b g 
I I 
= [3 u’u” + 2 (u’)3 - 2 b (u”)2 - 5: d2] P + (a - C) w 
. .c 
22’ (y, t) e(y-z)‘T, dy + 271’ (x, t) 
J 
dy 
-as 1 
En un point (~a, t), t > 0, oti IIJ serait maximum sur R x [O! t] nous aurions : 
i3W dw lY2W 
0 5 dt - (u + c) z - b ygg- < pw + (3’11’71” + 2 (u’y - 2b (u”)2 - (31d2) e”j. 
Done ou bien w (XT. t) < sup w (:c, 0) pour t > 0 c’est-a-dire 
71,” (x, t; < sip pug + (T&)2] e+ - [u’ (x, t)]” 
ou bien 
2b (u”)2 - 3u’u” + r‘: (u’)2 - 2 (u’)” - p [IL” + (u’)2] < 0. 
On peut choisir ,# = b par exemple et l’on obtient : 
Si U’ < 0, comme h est petit devant C, on obtient ici U” < 0. De plus le Lemme 2 
montre que 
bu’ 5 b? + (m2 + b sup u;) c”~, u” 5 f u’ 1 + i (m2 + b sup u:,) epFt 1 . 
LEMME 4. - f$$ ve’rijie, en posant s = s;p [u: + (Us], CT = i;f [r&’ - (I&)“] ef 
61,~ = $ (m2 + bsup &), 
+ cepb+. - sup (1 +&2e-c’t)b-1 1 
d2u i d22 F SUP [,seebt- ($f)?. ~(3+k2r”)6~‘]. 
En effet pour obtenir un minorant de u”, nous posons G = (u” - 1~‘~) 6’. Au minimum 
de 6 en (xa,t), nous avons : 
e-at g - (c + u) 2 - b g] > ,O (u” - d2) + 3 ~‘11,” - 2 d3 + 2 bu”2 + C d2 
[u’ (x, t) - u’ (y, t)]’ e(y-cr)‘rJ Ch/ 
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D’ou, ou bien U” 2 7~‘~ + i;f [u: - (I&)~] e-@, ou bien 
(2b + a> (7L”)2 + 3 u’u” + (2: - p) VP - 27P 5 0. 
Ce qui donne en choisissant encore p = b, lorsque U’ > 0 
I 
7Pr-; 1+gn2+bsupu~)e-~t 
[ I 
et U” 2 0 lorsque U’ 5 0. 
En r&me’. - La solution unique ~(2, t) de (3) existe sur W x R+. Elle est bor- 
nCe, ses bornes sont celles de ug(x); v est minor.6 par inf ub (x) et major-e’ par 
(1 + e-‘+/b) Const. 
Si !$ < 0, oewbt 5 $$ 5 sevbt; si $$ > 0: 
(11) 
121 2 [l+ I$$~b-‘] Con&. 5 K2Const, 
au 
I I 
- 
at 
5 b-l Const. 
COROLLAIRE 1. - Lorsque t + 00, u (z, t) -+ 0. 
Supposons que pour une suite ti --f 00, u (x, ti) -+ g (z) ; g(x) a les propriCk% suivantes 
g (x) -+ 0 lorsque 1x1 i 00 et lorsque g’ (a~) 5 0, g” (x) = 0. Seule la fonction g (x) E 0 
a ces propriCtts. 
VI. Quelques rCsultats connus 
Rappelons quelques resultats qui nous seront utiles par la suite. 
Considerons l’equation de Burgers : 
(12) 
du -- 
at u$ = o> z&(x,0) = f(x). 
ou f(x) est une fonction C” (I?), integrable, qui tend vers zero ainsi que toutes ses 
derivees a l’infini (ces hypotheses ne sont pas necessaires, nous les prenons dans cet 
article pour simplifier). 
La solution de (12) est donnee sous forme implicite par u = f(~ + it). Cette surface 
de R”, (t, Z, U) &ant les coordonnees, est engendree par une famille a un parambtre s de 
caracteristiques qui sont ici les droites : 
{ 
x = -f(s) t + s, 
u= f(s), 
la fonction u est constante le long des caracteristiques. 
Tant que s peut s’exprimer de man&e unique en fonction de (z, t), la solution de (12) 
est parfaitement definie. Ceci a lieu pour t < l/sup f’. 
Pour t 2 l/ sup f’, nous considerons comme solution de (12) la fonction 21 (z, t) C1 par 
morceaux pour t fix& qui presente des discontinuitts de telle sorte qu’il y ait conservation 
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de l’aire a chaque discontinuite. Alors ;fi (:c, t) peut &tre obtenue comme limite d’une suite 
de fonctions C” : u,, (x, t), comme nous le verrons plus bas et J u (2;. t) dx: = J f (I) d:z. 
E. Hopf [5] entre autre, a Ctudie l’equation : 
(13) 
11 a montre que la solution de (13) est don&e explicitement par 
(14) 
oti F(z;y,t) = 9 - Ji f (s) ds et que lili; uF (z, t) = E (z, t) en tout point (:c, t) 
oti U(X:, t) est continue. 
Integrons (13) en :I: sur Iw on trouve $ j’ 1~~ (2~. t) dz = 0. 
D’ou j’ u,~ (2; t) dz = J f (x) dx. 
Ceci explique le choix que nous avons fait quant a la solution de l’tquation (12). C’est 
la loi dite des t< aires Cgales )j. 
I&de en un point de discontinuitt. 
Soit xc(t) un point oti ?i(:c, t) presente une discontinuite. Notons r (t) = 
lim ,,,,(t) G(z, t), P (t) = li++zc (t) ?i(~,t), la discontinuite d(t) = u(t) - 7r (t). 
(2): (t) = lim,,,c((t) &E(x,t) et (E), (*I = lim,,,c(,) sG(x,t). I_ 
Toutes ces quantites sont finies. 
La droite caracteristique passant par (t, X, (t), p) a pour equation u = p, z = p (t - T)+ 
z,. (t), celle passant par (t. 5, (t), 7r) a p our equation u = ?r, 3: = 7r (t - T) + n:,. (t). 
Comme I’integrale de la solution est conservee, cela implique que v = h(t) ob 
lL (t) = -p w;n (t). 
De plus p’ (t) = h (t) (g):, (t) et X’ (t) = h (t) (g), Ctj; d’ou 
VII. l&de des solutions de (3) 
Pour simplifier notons Ub,c (c est mis pour I’ensemble des aj, rj) la solution U(X, t) de 
(3); 130 et CO &ant deux reels positifs donnes, soit .F = {u+/O < b 5 ba: 0 < c 2 CO}. 
Rappelons que les rj vtrifient rj < 1. 
PROPOSITION 3. - Sur le compact K = [-iLIT M] x [0, T] c W2, la famille 3/K est 
born&e dans Hi. 
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ilhl aup dxi = b(M,t) -?+M,t), 5 2Sup,uo,. 
Or d’aprks (9), -y 5 - inf U; = k d’oti : 
(16) LI 1~~~2~ 5 J”:i aug’t) &+4M]infubI < 2supluol +4Mk. 
D’autre part en utilisant l’kquation (3) sous la forme (lo), 
dx I (c + SUP bol) 
d2U 
8x2 
dx 
+ 5 a,7j2 
hl 
l i .I’ 
*x- 
j=l -hf -cc 
g (Z,t) 22 
e TJ dz dx. 
De (16) et de cette inCgalitC nous dCduisons la Proposition (3), car nous allons prouver 
que les deux dernihes intkgrales sont uniformement bornCes. 
Tout d’abord d’aprks (11) 
qui est born6 d’aprks (16); puis 
Permutons les intigrales, il vient 
dz, 
A 5 4kM + 2 sup 1~0) + krj + u (M, t) - b 
A 2 4kM + 4sup (2~01 + krj. 
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PROPOSITION 4. - De toute suite b, -+ 0, on peut extraire une sow-suite {b,} telle que 
ub,,,c -+ 210,~ dans L l,loc: et presque partout sur R x R+; ~0,~ est une solution de l’kquation 
(3) avec b = 0. 
DCmonstration. - D’aprks la Proposition 3, la famille {u~,,,~}/K est bornCe dans 
Hi (K). Comme l’inclusion Ht (K) c Ll (K) est compacte, il existe une sous-suite qui 
converge dans L,(K) et p.p. sur K. Par la mkthode de la sous-suite diagonale, on construit 
une sous-suite Ub,, ,r qui converge p.p. et dans L l,luc sur W x B;p+ vers une fonction TL~.~. 
Soit cp E D (W x W+), on considbre un compact K tel que supp cp c K. Multiplions 
(3) par cp et pro&dons aux intkgrations par partie. Lorsque n -+ cc on peut 
passer g la limite dans les intkgrales d’apres le thCor&me de Lebesgue. Par exemple 
-- ; s 4,,,c d,(pdxdt -+ -5 J u;,,d,cpdxddt. D ‘oti 1~ est une solution de (3) avec 
h = 0. La condition en t = 0 a un sens, vues les propriCtCs de w. UQ satisfait les 
idgalit&s inf 2~~ < uo,c (2, t) 5 sup ug et uo,c (2: t) + k3: est une fonction croissante de 
2. Pour t fix& uo,c admet au plus une infinite denombrable de discontinuitks, oti ~0,~ 
admet une limite d gauche et une limite ti droite. Le probkme de la continuitC de 1~0,~ 
est 6tudiC dans le paragraphe qui suit. 
VIII. Premier blow-up 
Revenons ?I la solution U(X, t) de l’kquation (3) sous la forme (10). 
-1 
Nous allons faire un blow-up en xc(t) en posant y = K..%@ 
(6 un voisinage de (2, (t), t)) et 71, (y, t) = u (TC,. (t) + &y, t;; 
avec E = sup $$ [ 1 6 ' 
E est de l’ordre de b ou bien nettement plus grand, puisque nous avons montrk que 
71, (y, t) vkrifie 1’Cquation. 
07) & 2 = (?I + C + /l) $ + f $ - $ an’ yl /” 
.;=1 00 
$ (z, t) e-/~ cz-Y) dz, 
oh les rj = < sont petits; c et les ITj 3 = QT~ sont de l’ordre de 1. Dans tout l’article les 
rj sont supposCs vkrifier rj < 1. 
THBORBME 4. - Soit d la discontinuite’ de la solution E de (12) en xc(t). Si d > 2c, la 
viscosite’ permet b la solution de faire un saut &al ci d - 2c en partant du bas. II n ‘y a 
pas de solution continue saris viscositt? 
DCmonstration. - Nous avons montrk que (17) admet une solution unique ?I~, avec la 
condition initiale U, (y,O) = f (my + z, (t)). 
Cette famille de fonctions 71, (0 < E 5 1) est uniformkment bornCe dans C2 ; d’oti 
d’apr6s le thkorkme d’Ascoli, sur tout compact, une suite V, -+ w uniformdment dans 
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Cl. Faisons tendre E vers zero dans (17), b = e/3, “ij -+ 0. 11 reste, car E % -+ 0 au 
sens des distributions 
(18) (w+c+h)gy+B$=O. 
w E C1 verifie (18) au sens des distributions, d’ou w est une solution reguliere sur R. De 
plus on sait que w’ 2 0 car d’aprb les inegalites que nous avons prouvees $$- > --E Cte. 
Appelons 5 = lim w (y) et jj = y limm w (y). Integrons (18), il vient : y---o3 
g + (c + h) w + pw’ = fj, 
avec 
B=;+(C+h)ir=;+(c+h)$, 
soit c + h = ?L = - y . Soit d = fi - ii = -2 (c + h + Z) le saut. 
11 sera maximum lorsque ir = r puisque ii > 7r. Avec % = n : 
~5 - T = -2 (c + h + T) = (p - T) - 2c = d - 2c. 
La solution de (18) est 
(19) 
w-7r 
(p _ 2c) _ w = p$ (Y-YO). 
Calculons maintenant g ; on vCrifie que 
dw (w - n) (P - 2c - 4 (Y - Yo) 
at= 2p (d - 2c) h(t) [(n):,, - (n);,,] &born& 
COROLLAIRE 2. - Suit r = limz+z, ct) U, (x, t) et p = lim,,,c ct) U (ZE, t). En l’absence 
de relaxation la viscosite’ absorbe Route la discontinuitf 
> 
Nous retrouvons la le resultat de Hopf. 
Considerons l’equation (18) avec c = 0 : (~3 + h) W’ + plzl” = 0. D’apres ce qui precede 
la solution est 
~ = r + p&F (y-m) 
1 + g$ (Y-YO) . 
C’est la structure d’une onde de choc faible de Taylor. 
La solution est definie evidemment a une translation pres. 
THBORBME 5. - Soit d la discontinuitk de la solution U de (12) en xc(t). Si d 2 2c, la 
viscosite’ ne joue aucun r&le, la relaxation mole’culaire permet d’absorber l’int&-alit& de 
la discontinuite’ en xc(t). LA solution ~b(x,t) de (10) converge lorsque b -+ 0 vers une 
fonction qui n’admet pas de discontinuite’ en xc(t). 
Demonstration. - Traitons tout d’abord le problbme lorsque N = 1, yr = y, c = cui = Q. 
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Nous obtenons en faisant E -+ 0 dans (17) 
(21) (u+c+h)u’=q 1/ v’(2!,t)r-~(z-~)dZ. L 
En effet la demonstration du Theo&me 4 montre que e = [ 1 
-1 
sup $$ (Q un voisinage 
de (xc(t), t)) ne peut pas &tre de l’ordre de h, d’oti b/~ + 0 qland E --+ 0. 
Dans le cas ou nous sommes nous savons seulement que les solutions 71, de (17) sont 
uniformement bomees dans C1 (ceci par construction), @ pourrait &tre de l’ordre ~/h. 
Neanmoins un raisonnement analogue a celui fait precedemment pour le Theo&me 4, 
nous assure l’existence d’une solution de (21) sur W avec 7r et p comme valeurs aux bornes 
et ~1’ > 0. En effet pour une suite E + 0, II, -+ ‘u dans Co. Le second membre de ( 17) 
s’ecrit, si I’on veut en fonction de II, et non de $j$ nous l’avons vu (ThCoreme 1); quant 
\ a E % et ; ay2 ’ h ils tendent vers zero au sens des distributions. 
Multiplions (21) par eYY et derivons, on trouve : 
y (II + (’ + h) v’ + [(v + c + h,) v’]’ = qw’. 
Integrons cette equation, il vient en tenant compte que o5 = c : 
(22) y ;+h f(v+c+h)v’=qy. ( > 
Vues les conditions aux bornes. on doit avoir 
v* + 2hu - 2q = (u - p) (u - T). 
L’equation (22) s’integre si d < 2c : 
(p + h + c) &+(r+h+&= (P - r) Y 
II - 7r 2 
(v _ ,)42 (p _ q-42 = &-~) Y (r-Yom. 
Conclusion : si d < 2c l’integralite de la discontinuite est absorbee par la relaxation, 
sup $$ est de l’ordre de l/r. 
0 
11 en est de mCme lorsque d = 2c mais ce cas est plus delicat. 
Lorsque d = 2c l’equation satisfaite par la fonction II est 
(23) y (v - 7r) (v - y) + 2 (v - 7r) v’ = 0 
u1 (y) = 7r et us (y) = p - ~--Y(Y--YI)/~ sont les solutions C” de l’equation qui sont 
inferieures a p. Elles sont definies a une translation pres Cvidemment ; y1 est une constante 
d’intbgration, nous prendrons y1 = 2 (Logp)/y. 
Nous cherchons une solution de (23) qui tende vers K en --co et vers p en +CQ. Cette 
solution est de plus, rappelons le, croissante et lipschtzienne. 
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La solution dCfinie par II (y) = u1 (y) = 7r pour y 5 0 et par II (y) = 712 (y) pour 
y > 0 convient. 
C’est une fonction C1 par morceaux qui admet une discontinuitk de la dCrivCe en y = 0, 
y’ ((I-) = 0 et y’ (0,) = yp/2. 
TH~OR~ME 6. - Si sup TL~ - inf ~0 < 2c, l’e’quation (3) saris viscosite’ (b = 0) admet une 
solution globale continue 1~0,~. 
Cela dkcoule du ThCorkme 5 puisque d 5 sup u. - inf ~0. 
IX. Double blow-up 
TH~ORBME 7. - Soit d la discontinuite’ de la solution u de (12) en xc(t). Si d > 2c, la 
viscosite’ permet d’absorber une discontinuite’ kgale & d - 2c, et la relaxation le reste de 
la discontinuite’ soit 2c. La viscosite’ permet h la solution de passer de T h p - 2c en un 
temps de l’ordre de b. La relaxation permet ir la solution de passer de p - 2c L? p en un 
temps de 1 ‘ordre de r. 
U 
E- _.____._.__ .- .._-._.._ - .--..._.--..-.-. ~_ .-.---...-.__... --~ __... 
p-2c 
I--.- -----..--.-- .-.-.---T 
i 
! 
7-t _ ._ . 
I >Y 
‘b’ 5 > 
DCmonstration. - Nous commenqons par faire un premier blow-up avec E = 
qui est de l’ordre de h car d > 2c. 
Par ce blow-up, nous mettons en Cvidence (voir (19)) la fonction 
(27) ‘UI (Lx) = 
r  + (p _ 24 ,&-24 C.-m)/= 
1 + C(d-2c) (z-so)/2b ’ 
:r~~ est le point oti g est maximum dans le voisinage 0 de z,(t), sip 2 = (e),,. 
Nous avons absorb6 avec la viscositk une discontinuitk Cgale B d - 2c qui est, nous 
l’avons montrh, le maximum possible. 
Faisons maintenant un deuxikme blow-up, en posant dans I’Cquation (10) : 
:I: = z, (t) + py et 11~ (y, t) = IL (zc (t) + p:y, t) - UI (py, t). 
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En tenant compte de l’equation (18) satisfaite par w (on notera w,, = VJ (py. t)) 
(w+c+ii)~+bgJ=O. . : 
il vient (ici y = p/r est de l’ordre de 1) : 
Rappelons que E est inliniment petit par rapport a p, le rapport b/p -+ 0 quand p ---f 0. 
D’ou lorsque p + 0, wP (y, t) -+ T pour y < 0 et wP (y, t) + p - 2c pour y > 0, de 
plus 3 -+ (p - 7r - 2c) 60 au sens des distributions (So la mesure de Dirac en y = 0). 
p !$’ --+ 0 au sens des distributions comme p %. On peut mCme verifier que % est 
borne uniformement (p’ et T’ le sont). La famille de fonctions u,, est bornee dans C1 (R), 
p est choisi pour cela. On peut m&me prendre p pour que !$ 2 1. 
Lorsque p --+ 0, une suite ‘oP -+ ti qui verifie, pour y < 0, l’equation 
Comme 
d ‘Y 36 - 
J 
y $s(z--Y)&=%- 
dy -rn d.z dY 
Y 
I 
-e 
. --co 82 
7(2--Y) &+, 
on peut integrer (29), la condition limite &ant 6 --i 0 en -cc. 11 vient 
v* Z+(7r+h+c-n)i7+(Y I 
y di, 
,-mTGe 
-1 (s--Y) & = 0. 
Multiplions par e YY et derivons, nous obtenons car 2 (T + h) = -4 : 
(6 + c - d/2) 6’ + ; v (6 + 2c - 2a - d) = 0. 
Nous avons par construction 6’ 1 0 et 0 < 5 5 2c < d. Dans le cas trait6 ici cl = c. 
Si G > 0 l’equation (31) s’integre pour donner 
c31)b (d+2c)Log(d- ti) + (d- 2c)Logij = -dy(y - yl), 
yi est une constante d’integration. La solution donnee par (31) ne peut pas Ctre retenue, 
elle n’existe pas, lorsque y -+ -co. 
D’oti V = 0 pour y < 0. Et comme V est continue sur Iw, nous avons 6 (0) = 0. 
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Examinons maintenant fi sur [0, co[. Pour y > 0, li verifie (nous passons a la limite 
dans (28)) : 
(32) (ii+p-cfh)v’=wf(p-2c-7+--7~+fxy y 
.I’_, 
6’ (z) e Y (---I/) dz. 
Cette equation integree donne pour la solution V qui tend vers 2c en +cc : 
fi2 - (2c)2 
2 
+ (p - c - 0” + h) (6 - 2c) + a (p - 2C - 7r) e-y11 
Y 
+a 
1, 
5’ (2) eY (3-Y) dx = 0. 
Multiplions par ey’Y et derivons, nous obtenons : 
(26 + d - 2c) 6’ = -y (C - 2c) (G + d - 2~). 
Cette equation integrte est en faisant (X = c : 
(33) (d + 24 Log (2c - G) + (d - 2c) Log (6 + d - 2c) = -dy (y - yyg): 
7~. est une constante d’integration ; G est une fonction croissante qui tend vers -(d - 2c) 
lorsque y -+ -cc et vers 2c lorsque y + +co. Lorsque V > 0, cette solution est acceptable. 
En prenant y2 = & [(d + 2c) Log 2c + (d - 2c) Log (d - 2c)], 6 (0) = 0. 
La solution que nous recherchons est nulle pour y < 0 et definie par (33) pour y 2 0. 
Cette solution est continue et admet une discontinuite de sa derivee seulement en y = 0. 
On peut verifier que g est horde. 
Le cas N = 2 
Supposons que la relaxation permette d’absorber tout la discontinuite. L’equation a 
resoudre n’est pas (21) mais 
(34) b+c+h)?I’=& “j”ij /” ‘U’(Z,t)e’,(z-Y)dz. 
j=l 00 
Multiplions par e YIY et dtrivons, on trouve : 
(35) y1 (V + c + h) 7J’ +[(u + c + h) 71’1’ 
s 
Y 
= Ql 71 'u' + @2 72 71' + a2 72 (71 - 72) 'u' (z, t) eYa (z-y) dz. 
--oo 
Integrons (35), en utilisant l’egalite (30) 
Yl 
[ 
&+h)u +(v+c+h)v'-(a~yl+a2~2)u 1 
Y 
= a2 (71 - 72) 71 - a2 (71 - 72) J, 71’ (z, t) eT2 (2-y) dz + Con&. ; 
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en -oc on trouve la valeur de la constante : 
(36) + (7) + c + h) 71’ 
Multiplions (36) par eyrg et derivons, il vient 
= -02 (71 - y*) li’ (?/. t). 
Ce qui donne : 
(37) (~~+c+h)T/"+7/'*+(~~+~~)(?ill'+~~71')+li'[~* nl+CY2Y1] = -y (7ql)(y-n). 
S’il existe une solution, en y = -x, 1) N T + X, avec X qui verifie : 
(38) (r + c + h,) X” + (11 y’ + 02 yl - ; (rl + y2) 
I 
x’ - ; y1 y2 x = o. 
Le polynome (c - f) r* + [or 72 + (~2 y1 - + (71 + y2)] T - i y1 y2 = 0 doit avoir une 
racine positive. C’est le cas si d < 2~. 
Si d > 2c, comme le produit des racines est positif, il faudrait que i soit inferieur a 
‘~I?L+Q?YI 
Yl+Y2 = X. Or precisement comme X < (x1 + (x2 = c, cela est impossible. 
Ainsi si d > 2c, il n’y a pas de racine positive, la seule solution est X G 0 dans un 
voisinage de --M. 
Le fait qu’il y ait des molecules ayant des relaxations avec des ye differents ne change 
rien au phenomene. 
Les relaxations s’ajoutent c = C 0;. Si d > 2c , la viscositt absorbe une discontinuite 
Cgale a d - 2c et la relaxation le reste de la discontinuite. 
Si d > 2c on peut verifier que la relaxation ne peut pas absorber la discontinuite entiere. 
Nous venons de voir que dans cas la solution de (21) serait ?I E T au voisinage de --‘x;. 
Dans (22) nous aurions ‘1 = $ + h,l). La solution de cette equation qui tend vers p B I’infini 
est (c + $) Log (p - 71) + (5 - c) Log (U - T) = -+ (y - :yo). 
Quand d > 2c cette courbe ne convient pas. 
Ce resultat n’est pas Ctonnant. I1 est bien connu que pour qu’il y ait un phenomene 
de multiple blow-up, il faut que les vitesses de concentration soient differentes, comme 
dans le paragraphe qui suit. 
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X. Le cas de l’atmosphkre 
L’air est essentiellement compose d’azote et d’oxygene qui ont des frequences de 
relaxation T et 7 t&s differentes (pour simplifier l’ecriture nous notons T et ? pour ~-1 et 
rZ, de m&me a et 5 pour (~1 et 02). 
Commencons par le cas d > 2c = 2 (n + 5). La viscosite absorde une discontinuite 
Cgale a d - 2c, puis nous faisons un deuxieme blow-up, y = P/T est de l’ordre de I, 
mais 7 = p/7 -+ 0 quand p + 0. 
-- Dans (28) il y a deux integrales en plus avec a y en facteur, d’oti quand on passe a la 
limite leur contribution est nulle que ce soit dans (29) ou (32). En consequence 6 = 0 pour 
y < 0. En effet l’equation (31) integree donne une solution qui ne peut pas etre retenue, 
car elle n’existe pas lorsque 7) --f --oo. 11 s’agit de la fonction ii definie par : 
(d-2c)Log*G+(d+2a-25)Log(d-2&-v) = -(d-2Z%)y(~-TJr). 
Pour ?/ > 0 l’equation satisfaite par 17 n’est pas (33) mais : 
(39) (d+2c)Log(2c-li)+(d+2c-4~y)Log(G+d-2a) = -(2c+d-2~.)y(:~--/~). 
on prend y3 = [(d + 2c) Log 2c + (d + 2c - 4~) Log (d - 2(1)1/r (2c + d - 2~1). 
La fonction V satisfait a nos conditions : 6 (0) = 0, 6 croissante et 6 --+ 2c lorsque 
TJ -+ x. Le phenomene est inchange par rapport au cas trait6 en IX, nous avons un double 
blow-up. La relaxation dont la frequence 7 est la plus grande ne joue aucun role. 
fitudions maintenant le cas d < 2~. Un premier blow-up donne (17). Nous savons que 
la viscosite ne joue aucun role : b/~ --f 0 quand E -+ 0. y = E/T est de l’ordre de 1 
jusqu’a preuve du contraire et 7 = E/T -+ 0 quand E + 0. En faisant tendre E + 0, nous 
obtenons (21), mais a la place de (22) on a 
(40) 
2 
y 
i- 
; + (I?, + c - a) II 1 + (II + c + IL) II’ = fj-y. 
car maintenant ~2 = c - 5 < c. 11 s’agit de trouver une solution de (40) croissante et 
comprise entre T et p. 
Cette equation est analogue a celle obtenue en (22) mais la somme s des racines du 
polynome rj2 + 2 (h + c - N)V - 2g n’est plus p + K, elle est inferieure, s = p + T - 25. La 
solution de (40) ne permet pas de passer de K a p, mais de +T > T a J? 5 1-, avec 3 + 5 = s. 
La discontinuite correspondante est d” = 6 - +Y = s - 2ir, elle sera maximum lorsque ir = T, 
d,,,, = p - T - 2~ = d - 28. L’equation (40) s’ecrit alors lorsque 2c > d > 2~ : 
(41) p~;~~~l(d+2a-2z)+ & (2c - d) = 2 (d - 25) y. 
Sa solution definie a une translation p&s, est don&e par : 
-(d + 20 - 24 Log (p - 2~ - V) + (2c - d) Log (TJ - T) = 2 (d - 2~) y (?/ - y(r). 
Lorsque d = 2c, la solution de (40) est egale a T pour y 5 0 et pour y > 0, 
7) (y) = p - 25 (1 - e--q. 
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La discontinuite restante d’amplitude 2E est absorbee par la relaxation de frequence 
7, comme au paragraphe IX la discontinuite restante 2c Ctait absorbee par la relaxation 
de frequence r. 
Dans le cas d 5 25, la relaxation de frequence r ne joue aucun role, la relaxation de 
frequence ? permet d’absorber toute la discontinuite. 
THBOR~ZME 8. - Darts le cas N = 2 avec deux frequences r et 7 d’ordres de grandeur 
diffe’rents (T/T tres petit), trois phhomenes peuvent se produire selon I’amplitude de la 
discontinuite d de la solution ?i de (12) en :rr(t). Dans les deux premiers le blow-up est 
double : 
Si d > 2c, la viscosite’ permet d ‘absorber une discontinuite’ &ale a d - 2c et la relaxation 
de frequence r le reste de la discontinuite’ soit 2~. La relaxation de frequence 7: ne joue 
aucun role. 
Si 2~ < d 5 2c, la viscosite’ ne joue aucun role. La relaxation de frequence r permet 
d’absorber une discontinuite’ &gale a d - 2E et la relaxation de frequence 7 le reste de 
la discontinuite’ soit 2~ 
Si d 5 201, viscosite’ et relaxation de frequence r ne jouent aucun role. La relaxation de 
frequence 7 absorbe toute la discontinuitt!. 
Les mesures effect&es au sol lors de vols supersoniques confirment la forme du bang 
sonique que nous trouvons d’apres notre etude sur cette$gure. 
.E ................................................................................................... 
p-2h 
...................... 
.......... 
7c ................................. ; : 
Remarque. - On peut Ctudier les mCmes phtnomenes et la mCme equation sur C x W+ 
(C le cercle), ce qui revient ici a se donner une condition initiale periodique. Tous les 
rksultats sont identiques, except6 celui concernant le comportement en t = +cc de la 
solution. Sur C x W+ la solution tend vers une constante iorsque t -+ +oc. 
Conclusion 
Suivant l’amplitude d du choc, la relaxation moleculaire pet-met ou ne permet pas 
d’absorber I’intCgralitC de la discontinuitk. Si le choc est d’amplitude suffisamment faible 
(d < 2c) la relaxation absorbe enti&ement la discontinuit6, la viscositk joue un r61e 
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negligeable : on parle, suivant la terminologie de Lighthill [7], de choc G totalement 
disperse B. Si au contraire, le choc est d’amplitude trop forte (d > 2c), on a un exemple de 
points de concentration double ; la relaxation n’absorbe qu’une partie de la discontinuite 
(choc << partiellement disperse B), le reste l’etant par la viscosite. Aux points de discontinuite 
s’ajoutent une concentration avec la vitesse de concentration 7-l. Ce resultat est demontre 
lorsqu’il y a un ou deux mecanismes de relaxation. Dans ce dernier cas qui correspond a la 
propagation atmospherique, aux points de discontinuite d, lorsque 2E < d < 2c, s’ajoutent 
une concentration avec la vitesse de concentration r-r et une concentration avec la vitesse 
de concentration T- I. On a done demontre et Ctendu les resultats de Polyakova et al. [9] et 
de Crighton and Scott [3]. L’application principale concerne le bang sonique, la par-tie la 
plus g&ante du bang sonique est au voisinage des discontinuites, ou la pression acoustique 
varie brutalement. Le fait qu’il y ait un point de concentration double (c’est-a-dire, en 
termes mecaniques, que la structure de choc presente une sous-structure) montre qu’un 
seul par-am&e est insuffisant pour caracteriser le choc. La notion de c< temps de montee >> 
n’est done pas pertinente pour decrire la gene produite par le bang. 
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